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Résumé 

For certain real hypersurfaces in the projective space, of signature 
(l,n), we study the fîlling problem for small déformations of the CR 
structure (the other signatures being well understood). We character- 
ize the déformations which are fillable, and prove that they have infi- 
nité codimension in the set of ail CR structures. This resuit generalizes 
the cases of the 3-sphere and of signature (1, 1) to higher dimension. 

Un problème classique d'analyse complexe consiste à savoir quand une variété 
CR est le bord d'une variété complexe. Concentrons nous sur la question, déjà 
intéressante, des petites déformations. Plus précisément, soit N une variété 
complexe, telle que la forme de Levi du bord dN soit non dégénérée, nous 
essayons de répondre aux deux problèmes suivants : 

1. problème de remplissage : une déformation CR de dN est-elle le bord 
d'une déformation complexe de N ? dans l'affirmative, on dira que la 
déformation de dN est remplissable ; 

2. problème de stabilité : supposons que N soit un ouvert dans une variété 
complexe compacte V, est-ce qu'une déformation remplissable de dN 
est induite par une déformation de l'hypersurface dN dans V ? 

Répétons que dans cet article, nous ne regardons que les petites déformations, 
donc, par exemple dans le problème de remplissage, nous ne cherchons que les 
remplissages proches de la variété initiale N ; cela laisse de côté le problème 
global de remplissage de dN par n'importe quelle variété complexe à bord. 

*The author is a member of EDGE, Research Training Network HPRN-CT-2000-00101, 
supported by the European Human Potential Programme. 
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Deux belles applications du théorème de Nash-Moser permettent de ré- 
soudre les deux problèmes dans beaucoup de cas. En effet le premier problème 
est résolu par le théorème suivant [|Kir79| . 

Théorème (Kiremidjian). Si la forme de Levi de dN a ou au moins 2 
valeurs propres strictement positives, et si H^(N,T^°) = 0, alors toutes les 
petites déformations de dN sont remplis sables. 



Le second problème est résolu par le théorème suivant |[Ham77| . 

Théorème (Hamilton). Si la forme de Levi de dN a ou au moins 2 
valeurs propres strictement négatives, et si H 1 ^, T^°) = 0, alors les dé- 
formations complexes de N sont induites par une déformation de dN dans 
V. 

Supposons que dans une variété complexe compacte V on ait une hyper- 
surface réelle X, séparant V en deux morceaux, V = N U M et dN = dM = 
X, alors les formes de Levi de N et M ont des signatures opposées, donc 
la condition sur la forme de Levi de N dans le théorème de Kiremidjian est 
équivalente à la condition sur la forme de Levi de M dans le théorème de 
Hamilton. Cela suggère que le problème de remplissage pour N pourrait être 
lié au problème de stabilité pour M, ce qui est le cas, comme on le verra plus 
loin. 

Les deux théorèmes ci-dessus laissent ouvert le cas où la forme de Levi, 
non dégénérée, a exactement une valeur propre positive ou négative. Dans 
ce papier, nous allons nous concentrer sur l'exemple le plus simple de cette 
situation. 

Exemple 0.1. L'hypersurface réelle 

x 2n ~ l = {N 2 + |z 2 | 2 = N 2 + ■ • • + \z n+ i\ 2 } c P n (o.i) 

est le bord des deux domaines complexes de P n définis par 
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}, (0-2) 
}, (0.3) 



dont les formes de Levi ont pour signatures respectives (1, n — 2) et {n — 2, 1). 

Les théorèmes de Kiremidjian et Hamilton nous indiquent déjà qu'on a 
toujours une réponse positive aux problèmes de remplissage de X 2 ™" 1 du 
côté de M n pour n^3 d'une part, de stabilité de X 2 ™ -1 du côté de N n pour 
n > 3 d'autre part. 
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Pour n = 2, on a X = S 3 , avec N = £> 4 , et la réponse au problème de 
déformation est négative (il y a un espace de dimension infinie d'obstruction), 
tandis que la réponse au problème de stabilité de N est positive, voir les 
travaux |[BE90| , [Eps92j , [Lem92| , [Bla94j| . 



Pour n = 3, donc en signature (1,1), j'ai montré [p3iq02|1 que les réponses 
aux problèmes de déformation et de stabilité sont toujours négatives (et à 
chaque fois, l'obstruction est de dimension infinie). 

Le but de cette note est d'étendre ces résultats au cas des X 2 "^ 1 en 
dimension supérieure (n > 3). Avant d'énoncer les résultats, observons qu'on 
a une action de cercle sur X 2n ~ l donnée par (( G S 1 ) 



[z\ : ■ • • : z n+1 ) — ► [Çzi : (z 2 : z 3 : ■ 



qui s'étend en une action du disque A sur N n . Cette action de S 1 permet 
de décomposer les tenseurs sur X en séries de Fourier, et en particulier les 
déformations CR de X, qui sont paramétrées par des (0,l)-formes sur X à 
valeurs dans T^'°. 

Théorème 0.2. Pour tous les n ^ 2, la réponse au problème de remplissage 
de X 2n_1 comme bord de N n est négative, et l'espace d'obstruction est de 
dimension infinie. En outre, une petite déformation CR de X est remplissable 
si et seulement si ses coefficients de Fourier strictement négatifs s'annulent 
(modulo les contactomorphismes de X). 

Plus précisément, on peut trouver une jauge par rapport à l'action des 
contactomorphismes de X telle que la structure CR soit remplissable si et 
seulement si ses coefficients de Fourier strictement négatifs s'annulent dans 
cette jauge. L'espace des obstructions est explicitement calculé dans le lemme 



275| . En dimensions 3 et 5, le théorème est bien sûr déjà connu, comme men- 
tionné plus haut. 

Corollaire 0.3. Pour tous les n ^ 2, la réponse au problème de stabilité de 
M n C P n est négative, et l'espace d'obstruction est de dimension infinie. En 
outre, pour n ^ 3, une petite déformation CR de X 2n_1 est remplissable du 
côté de N n si et seulement si son remplissage du côté de M n est stable. 

Là encore, la situation en dimensions 3 et 5 était déjà connue. À noter 
qu'en dimension 5, il est de plus montré dans |[Biq02j | que les structure CR 
obtenues par déformation de X dans P 3 sont de codimension infinie dans 
l'espace des structures CR remplissables d'un côté. 

Enfin, nous nous contentons ici d'étudier la série d'exemples (|Q|), mais 
il semble plausible que les phénomènes observés dans le théorème et 
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le corollaire restent valables en général sur les variétés CR de signature 
(1, n— 2), avec éventuellement des obstructions supplémentaires de dimension 
finie. 

La méthode utilisée s'appuie fortement sur mon article |Piq02|1 ; en effet, 
bien qu'il soit consacré à la dimension 5, certains résultats y sont démontrés 
en dimension quelconque. En particulier, la paramétrisation du groupe des 
contactomorphismes y est réalisée, et démontrée la nécessité que les coeffi- 
cients de Fourier soient positifs pour avoir un remplissage. Pour obtenir le 
cas de la dimension supérieure, il faut obtenir une bonne paramétrisation 
des structures CR (section [[]), et calculer l'action du groupe des contacto- 
morphismes (section ||) ; cela est réalisé ici par des techniques différentes de 
celles de ||Biq02||, s'étendant plus facilement en dimension plus grande. 



1 La variété des structures CR sur X 

Considérons l'hypersurface X de P n définie dans l'exemple |Q| . Remar- 
quons que la projection [z\ : ■ ■ ■ : Zk+x) — > ([^i : z 2 ], [z$ : • • ■ : £ n +i]) permet 
de voir X comme l'espace total du fibré en cercles ^(—1,1) au-dessus de 

pl x pn-2_ 



Intégrabilité 

Nous noterons H C TX la distribution de contact induite par la structure 
CR. Puisqu'une déformation de la structure de contact reste équivalente à 
H, on peut supposer qu'une déformation CR de X préserve H, et est donc 
paramétrée par un tenseur G Q°x~ <E> Ty°, de sorte que l'espace T ' 1 de la 
nouvelle structure complexe soit constitué des 

h + (p h , heT^ 1 . 

Dans ce cas, la nouvelle structure complexe est intégrable à condition que 

90+^,0] = O, (i-i) 

où d est l'opérateur naturel du fibré holomorphe T'X = T C X/T 0,1 X sur X, 
et le crochet [0, 0] G f2^ 2 <S> T]f est défini par 
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Rappelons à présent que le choix d'une forme de contact 77, et donc d'un 
champ de Reeb R, permet de définir une connexion privilégiée sur X, la 
connexion de Webster ; pour h & H, la torsion T Rth G H et h — > T R h est 
anti-C-linéaire, donc définit un élément T R) . G Q°x ® T x '°. On peut aussi 
décomposer 



d _b 



T'X = CR® T%°, d = 

où l'opérateur b : H — > H* est défini par 

\>h = hjdrj; 

on remarquera que b envoie T]f sur fi^ 1 , et on peut l'étendre par produit 
extérieur en un opérateur 

b : n^^T 1 / ^0^ +1 . 

Dans le cas particulier de X, la structure de fibré en cercles au-dessus 
de P 1 x p n ~ 2 permet un choix priviliégié de forme de contact rj, à savoir la 
forme de connexion du fibré ^(—1, 1), de sorte que le vecteur de Reeb soit 
l'action infinitésimale de S 1 sur X. Dans ce cas, dr\ provient de la base du 
fibré, plus précisément d(irj) est la courbure de (^(—1,1), de sorte qu'on a 
l'égalité 

— dî] = F = —UJpl + 

OÙ UJ pn est la forme de Fubini-Study de P n . De plus, la torsion de Webster 
s'annule, et l'opérateur d du fibré T'X se réduit à 

Par conséquent, la condition d'intégrabilité (|LT|) sur <p G Q°x ® T x '° s'écrit 

^0+^[0,0] = O, b0 = O. (1.3) 
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Déformations 



Nous voulons montrer que l'espace des satisfaisant cette condition d'in- 
tégrabilité est une variété de dimension infinie. Pour cela, nous avons besoin 
d'un peu d'analyse. Soit ffî 1 l'espace de Folland-Stein des fonctions sur X 
ayant £ dérivées horizontales dans L 2 . Dans tout l'article, on choisira i suff- 
isamment grand de sorte que ^ £ C C° au moins, de sorte que J%? £ soit une 



algèbre, voir ||Biq02| , lemme 5.1]. 



Nous définissons alors l'espace 

= {0 G jf £ (nf ® T 1 /), d<p + ^[0, 0] = 0}. 

Pour étudier , nous devons faire une théorie de déformation des structures 
CR de X. 

Remarquons que pour G Q° x <8> T x , on a 

d(<f)jd7]) = (d(j))jd7]. (1.4) 
D'autre part, si 0, t/> G f^'(g)T x ' sont dans le noyau de b, c'est-à-dire vérifient 

4>-idrj = îp-idr) = 0, 

alors, d'après ( |1.2|) , 90 et dvjj sont aussi éléments de Q° x <g>T x '°, de même que 
[<90, -0] et [0, dîjj] ; à présent 

d[4>M = ŒM] + (-l) dcs *[0,^] G îî£ ®Ti' , 

donc 

[0,<0]jdrç= 0. (1.5) 

Il résulte de Q et (|TJ) que 

<âf = (ker b, d H ) C fi£ ® (1.6) 

est une algèbre différentielle graduée ; cette algèbre gouverne les déformations 
de structures CR sur X, nous allons donc pouvoir lui appliquer la théorie 
classique de déformation pour étudier ^f e . 

Tout d'abord, nous avons besoin du calcul de certains groupes de coho- 
mologie, voir par exemple [PSS80| , 1.1]. 
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Lemme 1.1. Pour < q < n et tout k, on a 



H q (P n , û{k)) = H q (P n ,Tp n (k)) = 0, 

à la seule exception de H n ~ 1 (P n y Tpn(—n — 1)) = C. 

Enfin, on a H°(P\ û(k)) = H\P X , û(—k - 2)) = si k < 0. 

Remarquons que, puisque X est de signature (1, n — 2), l'opérateur d sur 
X est hypoelliptique, sauf en degrés 1 et n — 2. Ainsi l'espace H 2 ^') est de 
dimension finie, sauf pour n = 4 (en dimension 7). Plus précisément, on a le 
résultat suivant. 

Lemme 1.2. En dimension 2n — 1 ^ 7, on a H 2 ^') = 0. 

Démonstration. Les opérateurs d et b commutent à l'action de S , donc on 
peut se contenter de regarder le problème en décomposant sous l'action de 
S 1 . Soit donc ip G Q°x ® T% tel que dnip = et bip = 0, dans l'espace de 
poids pour l'action de S 1 . Cela signifie, en appelant t la section tautologique 
du fibré ^(—1,1) sur X, que ip (g) t _fc descend en une section sur P 1 x p n ~ 2 
du fibré f2 ' 2 ® T 1 ' ® <^(/c, —A;). Le problème se réduit donc, étant donnée sur 
pi x pn-2 une section ^ ^6 fi ' 2 (g) T 1 - (g) *?(àt, -A;) satisfaisant 

dip = 0, ^ = 0, (1.7) 
à trouver une section de fl ' 1 <g> T 1,0 (g ^(A - , — k) satisfaisant 

8<p = ip, 0jF = 0. (1.8) 



Or, pour tout entier A;, on a d'après le lemme [LJ les égalités 

P 2 (P X x P n - 2 ,T l p f ® ^(A:, -Jfe)) 

= iP(P\ ^(2 + fc)) <g> H 2 -\P n ~ 2 , û{—k)) = 0, (1.9) 
t=0,l 

P 2 (P 1 xP"- 2 ,T^l 2 ®^(A;,-A;)) 

= Q)H\P\û(k))®H 2 -\P n - 2 ,T pn -2(-k)) = 0, (1.10) 

i=0,l 

sauf dans le cas où n — 2 = 3 où on obtient, puisque H 2 (P 3 ,T P 3(—4:)) ^ 0, 
P 2 (P X x P 3 ,T^ xp3 ® ^(4,-4)) = P°(P 1 ,^(4))P 2 (P 3 ,T P 3(-4)). (1.11) 
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Dans l'immédiat, contentons-nous du cas n > 5, donc il existe telle 
que d(j) — if). Reste à modifier éventuellement de sorte de vérifier aussi la 
seconde condition dans ( |1.8|) . Observons que, par (|ÏT7|), 



= (<90)jF = 0. 

Comme H 2 (P l x P n ~ 2 , û{k, —k)) = pour n — 2 ^ 1, on en déduit l'existence 
d'une (0, l)-forme a, à valeurs dans €?(k, —k), telle que da = 0jF. Il est alors 
immédiat que — da satisfait les conditions flPl) . 

Finalement, examinons plus précisément le cas n = 5, où on semble avoir 
l'espace de cohomologie non nul Observons tout d'abord que l'appli- 



cation 

jF : P 2 (P 3 ,T P 3(-4)) -> P 3 (P 3 ,T p3 (-4)) 

est manifestement un isomorphisme, entre deux espaces tous deux égaux à 
C. Par conséquent, l'application ip — > ip_iF définit un isomorphisme 

P 2 (P X x P 3 , T^ xp3 ® tf(4, -4)) -> FF^P 1 x P 3 , ^(4, -4)) 

= F (P\ ^(4))F 3 (P 3 ,Fpa(-4)). 

À présent, considérons une forme t/î comme dans (|1.7|), on déduit que la condi- 
tion ip jP = impose l'annulation de l'image de tfj dans H 2 {P l x P 2 , T^° xp3 ® 
—4)), ce qui achève la démonstration du lemme. □ 



Le résultat essentiel de cette section est le suivant. 

Lemme 1.3. L'espace ^ l est une sous-variété hilbertienne de Jif 1 ^ ^ 1 <g> 
Tx°), d'espace tangent en donné par les G J^ 1 (Vt\ l ®T]l°) tels que <90 = 
(c'est-à-dire Ôh4> = et b0 = 0). De plus, il existe une carte 

$ : T Q Jf l -> ^ 

te/le ç«e $(0) soit à coefficients de Fourier positifs si et seulement si est à 
coefficients de Fourier positifs. 

Démonstration. Nous faisons le cas de la dimension 2n — 1 ^ 7, le cas de la 
dimension 7 est plus technique et fera l'objet de la section ||. 

À partir du lemme |L~2| , la démonstration est classique. Choisissons un 
inverse à droite P de l'opérateur d H : — > ker<9# C ^^ -1 (^ 2 ), 
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on peut choisir P commutant à l'action de S 1 . Étant donné satisfaisant 
du<fi — et \><fi = 0, nous construisons 

$(0) = 0! + 2 + • • • , 0i = 0, (fii = -P- 

Il est important d'écrire cette formule, car comme conséquence nous voyons 
que si (fi n'a que des coefficients de Fourier positifs ou nuls, alors il en est de 
même pour $(0). 

Réciproquement, à partir de G ^ , on obtient par le choix 

= + pI[0,0]. 

Là encore, n'a que des coefficients de Fourier positifs s'il en était de même 
pour 0. □ 



2 Remplissage 

Ici nous rappelons certains résultats de |piq02|| , valables en toute dimen- 
sion, puis nous les appliquons à notre situation. 

Habituellement, en théorie de la déformation, l'espace est constitué 
des équivalences infinitésimales de la situation. Dans la théorie décrite dans 
la section précédente, un élément de est une section de kerb C T 1 ' , donc 
en réalité ^° = et il n'y en a pas. 



Action des contactomorphismes 

Bien entendu, il existe un groupe de jauge agissant sur les structures CR, 
à savoir les contactomorphismes de X. Rappelons que, d'après ||Bla94|| en 
dimension 3, et |Biq02|, théorème 5.5] en dimension supérieure, il existe un 
groupe <g l+1 de contactomorphismes de régularité Jtf? e+1 , paramétré près de 
l'origine par les fonctions réelles de régularité Jtff e+2 . Infinitésimalement, une 
fonction réelle / correspond au contactomorphisme infinitésimal 

fR-Wf, (2-1) 

où jj : H* — > H est défini par ((ja)j<ir/ = a, c'est-à-dire Jj = b _1 . Le groupe 
<g?+i a gj^ çjg man i ere ii sse sur e t l'action infinitésimale à l'origine est 
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donnée par 



/ -> d H W- (2-2) 

Via la carte $ définie par le lemme[C|, on peut voir comme agissant 
plutôt sur T ^f e , par 

(a,0) G x T 0a / € — ► 

L'action infinitésimale correspondante demeure donnée par l'opérateur dn^d, 
dont l'image est fermée parce que l'opérateur d est hypoelliptique en degré 
sur les variétés de signature (1, n — 2). Cela implique aussitôt le corollaire 
suivant ||Biq02| , section 6]. 

Lemme 2.1. Supposons fixé un supplémentaire W de l'image de J^ e+2 (R) 
par l'opérateur dn$d dansT 0<y f e , invariant sous l'action des automorphismes 
CR de X. Alors pour tout <fi G proche de 0, il existe un contactomor- 

phisme a, proche de l'identité, tel que G W ; de plus a est unique 

modulo les automorphismes CR de X. □ 

Condition de remplissage 

Rappelons que notre hypersurface réelle X = dN de P n est le fibré en 
cercles 1) sur P 1 x P n ~ 2 . Cependant, iV diffère légèrement du fibré en 

disques ^(—1,1) : d'après la formule (p.2|), celui-ci n'est autre que l'éclate- 
ment N de iV le long de 

P n - 2 = {[0:0:z 3 :---:z n+1 ]}GN. (2.3) 

Rappelons également que le fibré Q°x <S> T]f provient du fibré f2 0,1 £g> T 1 ' 
sur la base P 1 x p n ~ 2 du fibré en cercles, ce qui permet de décomposer 
le tenseur G définissant une structure CR suivant ses coefficients de 
Fourier selon l'action de S 1 . 



Dans cette situation, on a le résultat suivant ||Biq02|, théorème 4.1 et 
corollaire 4.2]. 

Théorème. Soit D — > Z un fibré holomorphe en disques, tel que la forme de 
Levi du bord X = dD soit non dégénérée. Alors, pour une structure CR in- 
tégrable sur X , proche de la structure standard, les deux propriétés suivantes 
sont équivalentes : 
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1. il existe un contactomorphisme de X qui envoie la structure CR sur 
une structure dont les coefficients de Fourier strictement négatifs s 'an- 
nulent ; 

2. la structure CR est le bord d'une déformation complexe de D dont la 
section nulle Z demeure une sous-variété complexe. 

L'application dans notre situation donne la conséquence suivante. 

Corollaire 2.2. Une structure CR sur X = dN . proche de la structure 
standard, est remplissable dans N si et seulement s'il existe un contacto- 
morphisme qui envoie la structure CR sur une structure dont les coefficients 
de Fourier strictement négatifs s'annulent. 

Démonstration. Le théorème précédent dit que la condition sur les coeffi- 
cients de Fourier est la condition pour pouvoir remplir la structure CR dans 
N, de sorte que la section nulle P 1 x p n ~ 2 demeure complexe. Il reste à 
montrer que cela est équivalent à pouvoir remplir la structure CR dans N. 

Si la structure est remplissable comme une déformation de N, alors le 
pn-2 ç- jy donné par (|2.3|), de fibré normal 0(1), persiste dans la déforma- 
tion, et on obtient une déformation de N en éclatant N le long de P n ~ 2 . 

Réciproquement, si une structure CR est le bord d'une déformation de 
N pour laquelle la section nulle P 1 x p n ~ 2 reste complexe, alors la structure 
complexe de P 1 x p n ~ 2 reste la même puisque les déformations complexes 
de P 1 x P n ~ 2 sont triviales, et le fibré normal û(—l, 1) de P 1 x P n ~ 2 ne 
peut pas non plus changer ; cela signifie que l'on peut contracter les P 1 dans 
pi x pn-2 p 0ur obtenir finalement une déformation complexe de N, dont la 
structure CR donnée est le bord. □ 

Autrement dit, pour savoir si une structure CR est remplissable, il faut faire 
agir un contactomorphisme de sorte de tuer les coefficients de Fourier négat- 



ifs. Compte tenu du lemme |2.1| , il suffit de regarder cette question au niveau 
infinitésimal, sur l'image de l'opérateur djj^d. Etant donnée une structure 
CR infinitésimale, on cherche donc une fonction dont les coefficients négatifs 
tuent ceux de la structure CR, les coefficients positifs étant fixés par la con- 
dition que la fonction doit être réelle. Cette idée aboutit au corollaire suivant 



Biq02[, lemme 6.4]. Notons 7r_ la projection sur les coefficients de Fourier 
négatifs ou nuls. 

Lemme 2.3. Choisissons comme supplémentaire de l'image de Jt? e+2 (M) par 
dn^d l'espace 

W = (ImdffpTr,)^, 
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alors une structure CR intégrable = $(0) G , proche de 0, est rempliss- 
able si et seulement si dans la jauge $ _1 o;$(0) G W construite par le lemme 



2.1, les coefficients de Fourier strictement négatifs s'annulent. □ 



Calcul des obstructions 



Le lemme |273| n'est utile que si l'on sait déterminer l'image de l'opérateur 
dji^d. Il suffit de regarder ce qui se passe dans chaque espace de poids k sous 
l'action de S 1 . 

Commençons par remarquer que l'on peut définir un complexe étendu c é> 
en remplaçant l'espace trivial du complexe ( |1.6| ) par un espace non trivial 

#° = { v G je e+1 (T^°), (B h v)jF = 0}. (2.4) 

La condition sur v est équivalente à d{vjF) = 0, et des exemples de tels v 
sont fournis comme §df, où / est une fonction complexe ; comme vjF est 
une (0,l)-forme, il y a beaucoup d'autres v, puisque l'opérateur d n'est pas 
hypoelliptique en ce degré. 

Lemme 2.4. En poids k ^ 0, le H 1 du complexe étendu s'identifie à 
H i( P i x p«- 2 ,T^ xpn „ 2 g) û(k, —k)) = 

H\P\T^{k))H\P n -\ff{-k))@H\P\ff{k))H\P n ~\T l p l 2 {-k)). 

Démonstration. On a clairement une application injective 

H \V) - H\P l x P n ~\ T$ xpn _ a ® û{k, -k)). 

Réciproquement, il faut vérifier que tout élément du second espace de coho- 
mologie provient bien de : nous le faisons pour les deux morceaux écrits 
dans l'énoncé du lemme. 

Le premier morceau est le plus simple : un élément dans 

H\P\ T l p ?(k))H () (P n - 2 , û(—k)) 

peut être représenté par une section de fl° p l <S> Tpf ® &(k, —k), qui est dans 
le noyau de b. 

Le second morceau est plus compliqué : un élément dans 
H\P\ 0(k))H\P n - 2 ,T p t.(-k)) 
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est représenté par une section G ® Tp' n _ 2 ® €?(A;, —A;), holomorphe le 
long de P n ~ 2 ; on remplace par + dv, où w G T p f ® —A;) satisfait 
l'équation 

d^jP = -éjF. 



Cette équation s'écrit encore d(vjF) = — 0jP, où -ujP G g) ^(A;, —k) 
et 0jP G fipi (g) <£> ^(A:, —A;), et l'existence de la solution provient de 

l'annulation H l {P n ~ 2 , û(—k)) = 0. □ 



À présent, nous pouvons calculer le supplémentaire W du lemme [2.3| . Fixons 
un poids k ^ de l'action de S 1 , soit G en poids A;, nous cherchons 

une section / de &(k, —k) telle que = d^df . La première obstruction est 
évidemment 

[0] = G H\&)- 

si cela est le cas, il existe v G tel que 9#î; = 0. Observons que 

H°(P l x P n ~ 2 , T 1 ' ® ^(Jb, -Jfc)) = P"°(P\ Tp' 1 °(A;))P (P"- 2 , &{-k)) (2.5) 

est trivial, sauf en degrés = 0, — 1 ou —2. Par conséquent, v est unique, 
sauf en degrés 0, —1 ou —2 où l'ambiguïté est mesurée par ( |2.5| ). 
Maintenant, \>v est une (0,l)-forme satisfaisant d'après (jl.4f ) 

<%i; = b<9-u = b0 = 0, 

et nous cherchons / telle que df = v. Observons que l'espace de cohomologie 
correspondant, 

H l {P l x P n - 2 , Û(k, -k)) = H^P 1 , 0{k))H°{P n - 2 , û(—k)), 

est non trivial en général, donc il y a une seconde obstruction. Pour k = ou 
— 1, cette obstruction s'annule. Pour k = —2, l'obstruction correspond exacte- 
ment à la liberté (|2.5|) pour v, donc il n'y a pas d'obstruction supplémentaire. 
En revanche, pour k < —2, compte tenu de l'unicité de v, l'obstruction corre- 
spondante pour est l'espace (B P 4H 1 (P 1 , û(k)))H°(P n - 2 , Û(-k)), où cette 
notation signifie qu'un sous-espace représentant H l (P x , 0"(k)) a été choisi. 
Nous résumons la discussion précédente dans le résultat suivant. 
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Lemme 2.5. Pour k ^ ; l'orthogonal de l'image de dn$d en poids k s'i- 
dentifie à 

W k = H\P\ff(k))H\P n - 2 ,T l p l 2 (-k)) 

© {H\P\T l p *(k)) © d P 4H\P\ û{k))) H°(P n ~ 2 , û{-k)). 

□ 

Dans ce lemme il faut noter que pour k = — 1 et —2, on a 

d P 4H\p\ff{k)) = u. 

Puisque Wk ^ pour tout k < — 1, on déduit finalement de ce calcul le 
théorème [Ï2[ 

Remarque 2.6. Par le théorème de Kiremidjian (voir l'introduction), une pe- 
tite déformation de X est toujours remplissable de l'autre côté, c'est-à-dire 
du côté de M défini par ( p.3|) . La méthode utilisée dans cet article permet de 
donner une autre démonstration de ce fait, plus simple que celle de Kiremid- 
jian qui utilise le théorème de Nash-Moser. En effet, un calcul similaire à 
celui de la démonstration précédente montre que si n > 3, alors Wk = pour 
k ^ 0, si bien qu'une structure CR sur X, proche de la structure standard, 
peut toujours être ramenée par un contactomorphisme à une structure dont 
les coefficients de Fourier positifs s'annulent, donc remplissable du côté de 
M. 

Remarque 2.7. Le cas des coefficients invariants sous S 1 (k = 0) est un peu 
particulier, puisque la condition que la fonction / qui paramètre un con- 
tactomorphisme soit réelle donne une restriction sur / en poids 0. Comme 
on va le voir dans la section |3|, les fonctions / complexes représentent les 
déformations de X dans P n , et le fait que Wq = indique que les struc- 
tures CR ^-invariantes sur X sont obtenues par déformation (également 
SMnvariante) de X dans P n . 

3 Stabilité 

Aspects formels 

Ici nous ne donnons pas tous les détails, car nous démontrerons le résultat 
|Ô73| par une autre méthode. 
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On peut obtenir d'autres structures CR sur X, en déformant l'hypersur- 
face réelle X dans P n . Si on a une application F : X — > P n , on en déduit sur 
X une nouvelle structure CR. Si on s'intéresse seulement aux petites déforma- 
tions de la sous- variété initiale X, alors la structure de contact sous-jacente à 
la structure CR demeure équivalente à la structure de contact initiale, via un 
difféomorphisme a de X. Par conséquent, quitte à remplacer F par Foa, on 
peut se limiter à regarder les applications F : X — > P n telles que la structure 
CR induite sur X conserve la même structure de contact sous-jacente. Cette 
condition sur F s'écrit 



Id x F(H x ) C d x F(H x ), (3.1) 

où / est la structure complexe de V. 

Introduisons l'élément if = i] + ilrj de fiy°|x = (T'X)*. Un calcul sans 
difficulté montre qu'infinitésimalement, la condition (|3.1|) devient, pour F 
section de TP n \x et h G H, 

V c (Id h F) = 0. 
Écrivant F 1 ' = fR + h, cette condition se récrit 

df + hjdr] = 0. 

On observe donc qu'infinitésimalement, les applications F satisfaisant la con- 



dition (|3.1| ) sont données par les 

/ - m, (3.2) 

où / est une fonction complexe sur X. 

Comparant ( |3.2| ) à (|2.1| ), il est clair que l'espace des applications infinitési- 



males satisfaisant ( |3.1| ) est une complexification de l'espace des contactomor- 
phismes infinitésimaux ; de plus il est facile de vérifier que l'action infinitési- 
male de / — (j(9/ sur la structure CR est 



soit la complexification de l'action ( |2.2| ). 

Pour résumer, l'action des déformations de X dans P n , préservant la 
structure de contact de X, sur les structures CR de X, apparaît comme com- 
plexification de l'action des contactomorphismes. Cette remarque est utile, 
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mais elle demeure à un niveau formel : en effet, pour la rendre rigoureuse, 
il faut construire une paramétrisation des applications de régularité 
satisfaisant (|3.1| ) par des fonctions de régularité J^ +2 , ce qui semble diffi- 
cile quand l'opérateur d n'est pas hypoelliptique en degré 1. Comme con- 
séquence d'une telle construction, on aurait une démonstration plus simple 
du théorème de Hamilton. 

Poursuivant ce point de vue formel, on voit que, de manière analogue au 



lemme [2]3|, une structure CR $(0) sur X provient d'une déformation de X 
dans P n si est dans l'image de J$f e+2 (C) par l'opérateur d^d. En poids 
k < 0, cela signifie que la structure CR est remplissable du côté de N ; en 
poids k > 0, cela signifie que la structure CR est remplissable de l'autre côté, 



voir la remarque |2]6|; pour le poids k — 0, voir la remarque |2] 

Une structure CR sur X, proche de la structure standard, et stable (au 
sens donné dans l'introduction), est évidemment remplissable des deux côtés. 
La réciproque est vraie, car si on a un remplissage des deux côtés, alors en 
recollant le long de X, on obtient une variété complexe compacte qui est 
une déformation de P n , donc exactement P n . Cette observation aboutit à la 
démonstration suivante. 



Démonstration du corollaire IÔT 



Supposons donnée sur X 2n_1 (n > 3) une structure CR intégrable, proche 
de la structure standard. Par le théorème de Kiremidjian (ou la remarque 
|2.6| ), X est toujours remplissable du côté de M. 

Supposons ce remplissage stable, c'est-à-dire induit par une déformation 
de X dans P n . Alors il est clair que X est aussi remplissable du côté de N. 

Réciproquement, supposons X remplissable du côté de N. Par le théorème 
de Hamilton, ce remplissage est induit par une déformation de X dans P n , 
donc il y a stabilité pour le remplissage de X du côté de M aussi. 

Il en résulte que le remplissage de X du côté de M est stable si et seule- 
ment si X est remplissable du côté de N, c'est-à-dire vérifie les conditions 
du théorème |Ô^. En particulier les obstructions sont les mêmes que pour ce 
problème, donc données par le lemme |2.5| . □ 
Remarque 3.1. Dans ||CL92 |, Catlin et Lempert construisent des exemples 



jç2k-i ^ var iét es CR, strictement pseudoconvexes, plongées dans P n (n > 
k), dont les déformations CR ne sont pas induites par une déformation du 
plongement. Il est possible d'analyser ce problème en termes similaires aux 
déformations qui apparaissent dans cette section — l'absence de déformation 
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du plongement provient alors d'une obstruction cohomologique explicite. 



4 Le cas de la dimension 7 



En dimension 7, la démonstration du lemme [L3] est compliquée par le fait 
que le H 2 du complexe ^ est non nul, et même de dimension infinie car d 
n'est pas hypoelliptique en degré 2. On explique ici comment remédier à ce 
problème. 

Fixons donc 2n — 1 = 7. Comme pour fc ^ 0, fc ^ 3, on a par le lemme 



1.1 



H\P l x p^T 1 ' ® û(k, -k)) = 0, 



on déduit, comme dans le lemme |2T4| , qu'en un poids k ^ 0, k ^ 3, la 
cohomologie H 1 ^) s'annule. Pour k = 3, on a 

H\P l x P 2 , T 1,0 g> ^(3, -3)) = ff (P\ ^(3))P 1 (P 2 , T^P 2 ^)), 

mais par le même raisonnement tenu pour traiter ( 1 . 1 1|) , on montre que 
malgré tout la cohomologie H 1 ^) s'annule encore. Il en résulte finalement 
que H 1 ^) est concentré sur les poids k < 0. 

D'un autre côté, en reprenant les formules ( |1.9| ) et ( |1.10| ), on voit que 
pour k ^ 

P 2 (P X x P 2 , T 1 ' <g> ^(/c, -A;)) = 0, 

donc au contraire H 2 ^) est concentré sur les poids k > 0. 

En particulier, on voit que l'image du crochet H 1 ^)!! 1 ^) — » H 2 ^) 
est concentré en degrés négatifs, donc ne peut être que nulle dans H 2 ^) : 

Lemme 4.1. L'application 

induite par le crochet est identiquement nulle. □ 



À partir de là, il est assez facile de déduire le lemme |TT3| . En effet, tout 
élément de T J? 1 peut être représenté par 

è + ch;, 
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où est un représentant à coefficients de Fourier négatifs de la classe induite 
dans H 1 ^), et v G Pour seul, le procédé de génération de $(0), 
comme dans la démonstration du lemme [O], par 

$(0) = 01 + 2 + • • • , 01 = 0, 0i = -P- 

fonctionne, puisqu'on reste avec des coefficients de Fourier négatifs, alors que 
H 2 est concentré en poids positifs. Par des arguments généraux, cela signifie 
que la résolution pour + dv est également possible. 
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